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Which Chessboards have  
a Closed Knight’s Tour within  

the Cube? 
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Legal move of the knight 
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What is Knight’s Tour?  

 Knight’s Tour คือ การเดินของตัวม้าในตารางหมากรุกจากช่องหนึ่งไปยัง
 อีกช่องโดยใช้ครบทั้งตาราง  
 ถ้าตัวม้ากลับมาที่เดิมด้วยจะเรียกว่าเป็น Closed Knight’s Tour 
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Example for the Knight’s Tour Problem 

ในตารางหมากรุกขนาด         สามารถหา closed knight’s tour  

ได้หรือไม ่ 
 

3 3u

พิสูจน์โดยการหาข้อขัดแย้ง  
สมมติให้มี closed knight’s tour 
Coloring chessboard 
ขาว-ด า-ขาว-ด า-ขาว-ด า- 
ขาว-ด า-…-ขาว-ด า(แล้วกลับไปช่องแรก) 
จะได้ว่า จ านวนช่องสีขาวต้องมีจ านวนช่องเท่าช่องสีด า 
แต่มีช่องขาว 4 ช่อง  ช่องด า5 ช่อง 
จึงหาclosed knight’s tour ไม่ได้ □ 
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Schwenk’s Theorem 

 An          chessboard with             has a closed 
 knight’s Tour unless one or more of the following 
 three condition hold: 
 (a)     and    are both odd; 
 (b)                    ; 
 (C)              and  

m nu m nd

m n
^ `1,2, 4m �
3m  ^ `4, 6, 8n �
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Objective 

เงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอของลูกบาศกข์นาด   n n n´ ´
ที่สามารถหา Closed Knight’s Tour ได้ 
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พิจารณา  

ตัวม้าไม่สามารถเดินได้
เนื่องจากมีขนาดเล็กไป 

ตัวม้าไม่สามารถเดินเข้าไปช่อง
ด้านในสุดได้หรือ เดินออกมาจาก
ช่องด้านในสุดได้ 

1 1 1u u 2 2 2u u 3 3 3u u
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เงื่อนไขที่จ าเป็นและเพียงพอของลูกบาศกข์นาด   n n n´ ´
ที่สามารถหา closed Knight’s Tour ได้ คือ 

4n t
และ      เป็นจ านวนคู่  n

Theorem: For            , the cube of side    contains a 
closed knight’s tour if and only if     is even.    

4n t n
n

จากการสงัเกตและพิสจูน์จะได้วา่ 
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• Part I: The nonexistence of a closed Knight’s Tour 
     within the cube of the side 
 

• Part II: Construction of a closed knight’s Tour within the 
cube of side 
 

• Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
cube of side    

1(mod 2)n º

2(mod 4)n {

0(mod 4)n {

3 sections of proving 
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Part I:  The nonexistence of a closed Knight’s Tour within the cube                     
 of the side 1(mod2)n º

cb

a

d

e f

1 2 3 4 

จะพิสูจน์โดยการหาข้อขัดแย้ง 
สมมติให้มี closed knight’s tour 
พิจารณาการเดินรูปแบบต่างๆ คือ a-b c-d และ e-f    
จะเห็นว่าจะเป็นการเดินจากช่องขาวไปด า หรือด าไปขาว 
เพราะฉะนั้น เส้นทางการเดินจะเป็น ขาว-ด า-ขาว-ด า -…-ด า
(แล้วกลับไปช่องแรก) 
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Part I:  The nonexistence of a closed Knight’s Tour within the cube                     
 of the side                         (ต่อ) 1(mod2)n º

ดงันัน้ จ านวนช่องสีขาวต้องเท่ากบัจ านวนช่องสีด า 
แตเ่น่ืองจาก 
และ      มีช่องสีด าจ านวน             ช่อง 
                
               ช่องสีขาวจ านวน           ช่อง 
 
ท าให้  
 
จงึขดัแย้งกบัท่ีจ านวนช่องสีขาวต้องเท่ากบัจ านวนช่องสีด า 
ดงันัน้ ไม่มี closed knight’s tour ส าหรับลูกบาศก์
ที่มีความยาวด้าน                              □ 

1(mod2)n º

3 3

2 2
n nª º « »

z« » « »
« » ¬ ¼

3

2
n« »
« »
¬ ¼

3

2
nª º
« »
« »

1(mod2)n º

ด า 63 ช่อง 
ขาว 62 ช่อง 
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Part II: Construction of a closed knight’s Tour within the cube 
 of side 
 

0(mod 4)n {
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Part II: Construction of a closed knight’s Tour within the cube 
 of side 
 

0(mod 4)n {

4 8 4u u4 4 4u u

n n nu u

4 4 4u u 4 4 4u u
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Part II: Construction of a closed knight’s Tour within the cube 
 of side 
 

ชั้นหนึ่งของลูกบาศก์ที1่ ชั้นสองของลูกบาศก์ที2่ 
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0(mod 4)n {
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Part II: Construction of a closed knight’s Tour within the cube 
 of side 
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1 
Part II: Construction of a closed knight’s Tour within the cube 
 of side 
 

3KT

3KT
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n n nu u

Part II: Construction of a closed knight’s Tour within the cube 
 of side 
 

n m ku u

0(mod 4)n { 0(mod 4)n {
0(mod 4)m {
0(mod 4)k {

เราสามารถหาclosed knight’s tour ในลูกบาศกท์ี่มีด้านยาว  
และในปริซึมฐานสี่เหลี่ยมมุมฉากที่มีความยาวด้าน                 ได้เสมอ 
เมื่อ 

n n nu u

n m ku u
0(mod 4)n {
0(mod 4)m {
0(mod 4)k {

0(mod 4)n {
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {
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6 n nu u

6 ( 6)n nu � u
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {

จะขยายไปทางด้านกว้าง 
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {
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6 6nu un6

6

Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {

6 n nu u
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4 สามารถสร้างได้เพราะ
เป็นปริซึมซึ่งทุกด้าน
หารด้วย4ลงตัว 

ในท านองเดียวกัน 

26 



Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {
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Part III: construction of a closed knight’s tour within the 
 cube of side    2(mod 4)n {

6 n nu u

6 ( 6)n nu � u

6

n-6
n-6

n-6

n-6
n-6

n

6
n

6

n-6

n ( 6) ( 6)n n n� u � u

( 6) ( 6) ( 6)n n n� u � u �

1 

2 3 

4 

60
59

58
5752

51

50
49

48
47

46
4540

39

38
37

31621
22
13

25
2

4
27

28
15
24

2823141

พลิกกลบัด้านแล้วตอ่กนั 

ชั้น1ของรูป3 ชั้นสุดท้ายของรูป4 

21

22

23
24

20

19

18
17

16
15

14

13

12

11
10

9

8
7

6
5

4

3
2

1

1273017
2918118
692031
1932510

2 3 3 4 

n n nu u
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Theorem: For            , the cube of side    contains a 
closed knight’s tour if and only if     is even.    

4n t n
n

Future work: General rectangular prism 
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