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บทคัดย'อ
ป"ญหาเกี่ยวกับพื้นที่ซ4อนทับเป6นหนึ่งในป"ญหาทางคณิตศาสตรAที่มีผู4คนสนใจอยFางกว4างขวาง งานวิจัยนี้ศึกษาเกี่ยวกับ

พื้นที่ซ4อนทับที่มากที่สุดของรูปสามเหลี่ยมสองรูปใดๆ ภายใต4การเลื่อนขนานและการหมุนแตFไมFรวมถึงการสะท4อน โดยขั้น
แรกจะทำการสังเกตการณAจัดเรียงของรูปสามเหลี่ยมสองรูปใดๆที่ทำให4พื้นที่ซ4อนทับมีคFามากที่สุดโดยใช4โปรแกรม The 

Geometer’s Sketchpad (GSP) หลังจากนั้นก็จะทำการสร4างและพิสูจนAข4อคาดเดา ผลปรากฏวFาพื้นที่ซ4อนทับที่มากที่สุด

ของรูปสามเหลี่ยมสองรูปซึ่งไมFมีรูปใดถูกซ4อนทับโดยอีกรูปหนึ่งได4อยFางสนิทนั้นจะเกิดขึ้นเมื่อสามเหลี่ยมทั้งสองรูปมีด4าน 1 

ด4านทีอ่ยูFบนเส4นตรงเดียวกันและซ4อนทบักัน หรอือาจเกิดขึน้เมือ่สามเหล่ียมสองรปูจัดเรยีงตัวเป6นรปูรFางคล4ายรปูดาว 6  แฉก 

(Star-shaped) ซึ่งในกรณีแรกนั้นจะสามารถหาตำแหนFงการจัดเรียงของรูปสามเหลี่ยมที่ทำให4พื้นที่ซ4อนทับมีคFามากที่สุด 
อยFางไรก็ตาม ในกรณีที่สองยังจำเป6นต4องใช4เครื่องมือหรือวิธีการที่มีความซับซ4อนมากขึ้นในการที่จะหาตำแหนFงที่ทำให4พื้นที่

ซ4อนทับมีคFามากที่สุด ซึ่งเป6นหัวข4อที่นFาสนใจและควรแกFการศึกษาสืบตFอไป

กิตติกรรมประกาศ
คณะผู4วิจัยขอขอบคุณ อ.สิทธิโชค โสมอ่ำ สาขาวิชาคณิตศาสตรA โรงเรียนมหิดลวิทยานุสรณA และ ผศ.ดร.วัชรินทรA วิชิร

มาลา สาขาวิชาคณิตศาสตรAและวิทยาการคอมพิวเตอรA ภาควิชาวิทยาศาสตรA จุฬาลงกรณAมหาวิทยาลัย เป6นอยFางยิ่ง ที่ได4ให4
คำแนะนำและคำปรึกษาที่เป6นประโยชนAอยFางยิ่งตFอการทำงานวิจัยชิ้นนี้ให4สำเร็จลุลFวงไปได4ด4วยดี

วัตถุประสงค7ของโครงงาน
1. เพื่อหาและแสดงวิธีการจัดวางรูปสามเหล่ียมสองรูปซ4อนทับกันให4เกิดพื้นที่รวมน4อยที่สุด

2. เพื่อนำวิธีการจัดวางดังกลFาวมาประยุกตAใช4ในการจัดวางสิ่งของเพื่อให4ใช4พื้นที่น4อยที่สุด เพื่อให4สามารถนำพื้นที่ที่
เหลือมาใช4ประโยชนAได4มากที่สุด เชFน การจัดเรียงส่ิงของในการขนสFงหรือ การออกแบบส่ิงของตFางๆ เป6นต4น

ขั้นตอนและกระบวนการ
1. ศึกษาหาข4อมูลที่เกี่ยวข4องกับป"ญหาข4อนี้วFามีป"ญหารูปแบบใดแล4วบ4างที่คิดขึ้นมาแล4ว และสำรวจวFามีเงื่อนไขใดที่

เป6นประโยชนAและสามารถนำมาขยายตFอได4
2. นำข4อมูลที่ได4มารวบรวมให4เป6นหมวดหมูF

3. พิจารณารูปแบบการวางรูปสามเหล่ียมสองรูปในกรณีตFางๆ โดยใช4โปรแกรม GSP ชFวยในการวิเคราะหAหาวFากรณีใด

ที่สามารถทำการแปลงให4มีพื้นที่ซ4อนทับมากขึ้นได4บ4าง ซึ่งจะได4วFาการจัดเรียงแบบนั้นจะไมFใชFแบบที่ทำให4เกิดพื้นที่

ซ4อนทับมากที่สุด

4. พิจารณากรณีที่เหลือซึ่งไมFสามารถหาวิธีแปลงให4พื้นที่มากขึ้นได4 จากนั้นหาตำแหนFงที่ทำให4เกิดพื้นที่ซ4อนทับน4อย
ที ่สุดสำหรับกรณีนั ้นๆ โดยใช4โปรแกรม GSP ชFวยในการหาข4อคาดการณA พิสูจนA แล4วนำของแตFละกรณีมา

เปรียบเทียบกัน

5. ตรวจสอบการพิสูจนAและปรับปรุงแก4ไข

6. นำวิธีแก4ป"ญหาที่ได4ทั้งหมดรวมเป6นหมวดหมูF เรียบเรียงเนื้อหาและบทพิสูจนA แล4วจัดพิมพAเป6นรูปเลFม

สรุปและอภิปรายผลการทดลอง
จากผลการทดลองสรุปได4วFา เกือบทุกกรณีจะมีวิธีการเล่ือนขนานหรือหมุนรูปสามเหล่ียมเพื่อเพิ่มพื้นที่ซ4อนทับ มีเพียงบาง

กรณีที่ยังไมFสามารถหาได4โดย จะแบFงออกได4เป6น 2 ลักษณะ ดังนี้
1. สามเหล่ียมทั้งสองรูปมีด4านหนึ่งด4านที่อยูFบนเส4นตรงเดียวกัน

2. สามเหล่ียมสองรูปเรียงตัวกันเป6นรูปดาว (Star-shaped) และกรณีอ่ืนๆ บางสFวน

ซึ่งสำหรับกรณีที่ 1 นั้นสามารถหากระบวนการในการหาตำแหนFงที่ทำให4เกิดพื้นที่ซ4อนทับมากที่สุดเมื ่อมีด4านที่

กำหนดให4รFวมกันได4 ดังนี้

1. สร4างสามเหล่ียม 𝒜′ และ 𝒜′′ โดยที ่𝒜′ คือสามเหล่ียมทีใ่หญFทีสุ่ดทีค่ล4ายกับสามเหล่ียม 𝒜 และมีด4านที่สมนัย

กับด4านรFวมของ 𝒜 รFวมกับ 𝒜 และ ℬ และสามารถบรรจุในสามเหล่ียม ℬ ได4พอดี และ 𝒜′′ คือสามเหล่ียมทีเ่ล็ก
ที่สุดที่คล4ายกับสามเหลี่ยม 𝒜 และมีด4านที่สมนัยกับด4านรFวมของ 𝒜 รFวมกับ 𝒜 และ ℬ และสามเหลี่ยม ℬ
สามารถบรรจุได4พอดี 

2. ลากเส4นเชื่อมจุดยอดของ 𝒜′ และ 𝒜′′ ที่ไมFได4อยูFบนแนวเส4นตรงเดียวกันกับด4านรFวมของสามเหล่ียม 𝒜 และ ℬ
3. สร4างเส4นขนานด4านรFวมผFานจุดยอดที่ไมFได4อยูFบนด4านรFวมของ 𝒜 ตัดกับสFวนเส4นตรงในข4อ 2 ที่จุด 𝑋
4. จากจุด 𝑋 ลากเส4นขนานกับด4านของสามเหล่ียม 𝒜 ตัดด4านรFวมที่ 𝑌 และ 𝑍
5. จากบทสร4างทางเรขาคณิตจะเกิดรูป 𝑋𝑌𝑍 เรียกวFาสามเหล่ียม 𝒞 ซึ่งเทFากันทุกประการกับสามเหล่ียม 𝒜
6. จะได4วFาตำแหนFงของสามเหล่ียม 𝒞 จะมีพื้นที่ซ4อนทับกับ ℬ มากที่สุดเมื่อมีด4าน 𝑀𝑁 เป6นด4านรFวมกับ 𝑃𝑄
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ปAญหาปลายเปEด
ป"ญหาท่ี 1 เป;นไปได?หรือไมEที่ตำแหนEงที่มีพื้นที่ซ?อนทับมากที่สุดของสามเหล่ียมสองรูป 𝒜 และ ℬ จะมีความสัมพันธ_กับ

รูปสามเหล่ียมที่ใหญEที่สุดที่แนบใน ℬ กับ รูปสามเหล่ียมที่เล็กที่สุดที่ ℬ แนบในได?
ป"ญหาท่ี 2 สำหรับกรณีที่เป;นรูปดาวจะมีกระบวนการสำหรับหาตำแหนEงที่ทำให?เกิดพื้นที่ซ?อนทับสูงสุดหรือไมE และพื้นที่

ที่ได?จะมากกวEาหรือน?อยกวEากรณีที่มีด?านรEวมกัน

ป"ญหาท่ี 3 จะมีวิธีการสำหรับรูปสามเหล่ียมที่มากกวEา 2 รูปหรือไมE

ป"ญหาท่ี 4 จะมีวิธีการสำหรับรูปหลายเหล่ียมอ่ืนหรือไมE

บทนำ
เนื่องด4วยคณะผู4ศึกษามีความสนใจในวิชาคณิตศาสตรA ทางด4านเรขาคณิต หลังจากที่ได4อFานบทความเรื่อง “Computing 

the Maximum Overlap of Two Convex Polygons Under Translations หรือ การคำนวณหาพื้นที่รวมที่น4อยที่สุดของ
รูปหลายเหลี่ยมนูนใดๆสองรูปที่ซ4อนทับกัน ภายใต4การเลื่อนขนาน” ทางคณะผู4ศึกษาจึงเกิดความสนใจในป"ญหาดังกลFาว และ

ได4แนวคิดที่จะศึกษา “การซ4อนทับกันของรูปสามเหลี่ยมเพื่อให4ได4พื้นที่ซ4อนทับที่มากที่สุดภายใต4การเลื่อนขนานและการ

หมุน” 

ผลการทดลอง
ขั้นแรกจะนิยามสัญลักษณAเพื่อใช4ในการชFวยแบFงกรณีวFาสามเหล่ียมสองรูปจะจัดวางอยFางไรได4บ4าง

บทนิยาม 1 สำหรับจุดยอด 𝐴 ของสามเหล่ียมใดๆ ดีกรขีองจุด 𝐴 แทนด4วย 𝑑𝑒𝑔(𝐴) คือด4วยคFาทีแ่สดงตำแหนFงของจุด 𝐴
เทียบกับสามเหล่ียมอีกรูปหนึ่ง โดยที่

𝑑𝑒𝑔 𝐴 = &
0, ถ้าจดุ 𝐴 อยูภ่ายนอกสามเหลี4ยมอีกรูป

0.5, ถ้าจดุ 𝐴 อยูบ่นจดุยอดหรือด้านของสามเหลี4ยมอีกรูป
1, ถ้าจดุ 𝐴 อยูภ่ายในสามเหลี4ยมอีกรูป

บทนิยาม 2 สำหรับสามเหล่ียม 𝐴𝐵𝐶 ใดๆ ดีกรขีอง 𝐴𝐵𝐶 แทนด4วย 𝑑𝑒𝑔(∆𝐴𝐵𝐶) คือผลรวมของดีกรขีองจุดยอดทัง้สาม

จุดของรูปสามเหล่ียม 𝐴𝐵𝐶
บทนิยาม 3 สำหรับระนาบใดๆ ดีกรีระนาบ แทนด4วย 𝑑𝑒𝑔! คือผลรวมของดีกรีของรูปสามเหล่ียมทั้งหมดบนระนาบ

จากบทนิยามข4างต4นจะพิสูจนAบทต้ังตFอไปนี้เพื่อให4สามารถแบFงกรณีได4งFายขึ้น

บทตั้ง 1 ถ?า ∆𝐴𝐵𝐶 และ ∆𝐷𝐸𝐹 เป;นรูปสามเหล่ียมสองรูปบนระนาบ แล?ว 𝑑𝑒𝑔! ≤ 3
จากบทตั้งข4างต4นสามารถแบFงกรณีวิธีการจัดวางของรูปสามเหลี่ยม 2 รูปใดๆ แล4วทำการพิสูจนAเพื่อตัดกรณีที่พื้นที่

ซ4อนทับไมFมากที่สุดออก กรณีที่เหลือสามารถแบFงออกได4เป6น 2 ลักษณะ ดังนี้

1. สามเหล่ียมทั้งสองรูปมีด4านหนึ่งด4านที่อยูFบนเส4นตรงเดียวกัน
2. สามเหล่ียมสองรูปเรียงตัวกันเป6นรูปดาว (Star-shaped) และกรณีอ่ืนๆ บางสFวน

ซึ่งสำหรับลักษณะที่ 1 เราสามารถหากระบวนการที่จะหาตำแหนFงที่ทำให4เกิดพื้นที่ซ4อนทับมากสุดได4ดังจะกลFาวในสรุป

และอภิปรายผล

พ้ืนท่ีสีแดงแสดงพ้ืนท่ีซ=อนทับของ
สามเหล่ียมท้ังสอง
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